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2 BIOESTADISTICA

Este capitulo contiene una breve descripcién de algunos métodos estadisticos de uso comuan en la
biologia pesquera tropical e introduce el sistema de notacién estadistica adoptado en el manual.
Puede servir para repasar nociones y para consulta, pero no pretende ser en si mismo un texto de
estudio.

La cantidad de literatura que existe sobre métodos estadisticos es asombrosa; por lo tanto,
quienes quieran aprender mas sobre bioestadistica no tendran ningan problema. Aqui senalamos
solo dos referencias: el libro “Biometry” de Sokal y Rohlf (1981), que explica la teoria de un modo
mas accesible, y “Sampling Techniques”, de Cochran (1977), que quiza sea un poco mas complicado,
pero que también se recomienda como introduccion. Sin embargo, existen otros textos igualmente
utiles.

2.1 MEDIAY VARIANZA

Considérese una muestra de n peces, todos de la misma especie, capturados en un lance de arrastre
y sea x(i) la talla del i-ésimo pez,i=1, 2, ..., n. La “talla media” (en general la “media”), de la muestra
se define como:
n
X = [x(1) + x(2) +.+x(n)]/n = % * 2 x(1) (2.1.1)
i=1
Las dos primeras columnas de la Tabla 2.1.1 muestran un ejemplo con n = 27.

La varianza, que es una medida de la variabilidad en torno a la media, se define de la siguiente
forma:

§2 = . *I(x(1)-x)2 + (x(2)-x)% + ... + (x(n)—x)?] =
n—
1 n
= * X [x(i)—x]? (2.1.2)
11—1 l=1

Asi, la varianza, s%, es la suma de los cuadrados de las desviaciones respecto de la media, dividida por
el namero n-1. La tercera y cuarta columna de la Tabla 2.1.1 ilustran el calculo de la varianza.
Obsérvese que si todos los peces de la muestra tuviesen la misma talla igualarian la talla mediay la
varianza seria cero. La suma de las desviaciones (no al cuadrado) es siempre cero. Mientras mayor
sea la desviacion respecto de la media, mayor sera la varianza. En la Tabla 2.1.1, los dos valores mas
grandes de los cuadrados de las desviaciones respecto de la media se registran en las observaciones
mas pequena y mas grande.

La raiz cuadrada de la varianza, s, se denomina “desviacion estandar’. A menudo interesa
determinar la varianza relativa al tamano de la talla media; para ello, s es la cantidad apropiada, ya
que tiene Ja misma unidad que la media. Esto conduce a la desviacion estandar relativa s/X, también
llamada “coeficiente de variacion”.

Cuando los calculos se hacen manualmente, es mas facil trabajar con una forma reordenada de
la Ecuacion 2.1.2, que es equivalente a:

n n
§2 = 1, zx(i)?-l*[zx(i)]? (2.1.3)
n-1 1 "o
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TABLA 2.1.1
Media, varianza y desviacién estandar de una muestra de
frecuencias de tallas

pez talla desviacion cuadrado de la
(n®) (cm) respecto a desviacion
la media respecto a
la media

-

x(1) x(i)-x (x(i)—x)2

1 14.2 -0.87 0.75
2 16.3 1.23 1.52
3 14.8 -0.27 0.07
4 13.2 -1.87 3.48
5 16.9 1.83 3.36
6 12.4 -2.67 7.11
7 14.3 -0.77 0.59
8 15.7 0.63 0.40
9 15.3 0.23 0.05
10 11.2 (min.) -3.87 14.95
11 12.9 -2.17 4.69
12 13.5 -1.57 2.45
13 18.2 3.13 9.82
14 11.6 -3.47 12.02
15 18.5 3.43 11.79
16 16.3 1.23 1.52
17 15.5 0.43 0.19
18 15.8 0.73 0.54
19 13.2 -1.87 3.48
20 19.0 (max.) 3.93 15.47
21 12.0 -3.07 9.40
22 17.1 2.03 4.13
23 15.4 0.33 0.11
24 14.6 -0.47 0.22
25 14.0 -1.07 1.14
26 18.1 3.03 9.20
27=n 16.8 1.7% 3.00
Total 406.8 0.00 121.48
=Xx(i) = Z(x(i)-x)2

talla media, X . :406.8/27=15.07

varianza, s> :121.48/(27-1) = 4.67

desviacion estandar, s :V4.67 =2.16

desviacién estindar relativa, s/x :2.16/15.07=0.14

error estandar, s/Vn 1 2.16/427 = 0.41

(El concepto de error estindar se introduce en la Seccién 2.3)

Sin embargo, como la mayoria de las calculadoras cientificas de bolsillo tienen la posibilidad de
calcular automaticamente la media y la varianza, los calculos se ilustran aqui con la Ec. 2.1.2 que
conceptualmente es mas facil de entender.

Para muchos propésitos, por ejemplo para representaciones gréficas, es conveniente disponer
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la muestra en forma de una “tabla de frecuencias”, dividiendo el recorrido de las tallas en varios
intervalos de longitud. En la muestra de la Tabla 2.1.1 el recorrido de las tallas va desde 11.2a 19.0
cm. Con grupos de tallas de 1 cm se necesitan nueve grupos para cubrir el recorrido. Tomando 10.5
como limite inferior del primer intervalo, los intervalos y las frecuencias de tallas serian los que
aparecen en las primeras cuatro columnas de la Tabla 2.1.2, que es la llamada tabla de frecuencias de
tallas.

TABLA 2.1.2
Media y varianza de una muestra de frecuencias de tallas. (La muestra se obtuvo de la Tabla 2.1.1,
con un intervalo de talla, dL, de 1 cm)

indice intervalo punto  frecuencia
(cm) medio
(cm)
. . . . . . — = e = 2
i L(j)-L(j)+dL L(j) F(j) F(G)*L() (L(G)—x) F)*(L§)—=x)
1 105-11.5 11 1 11 -4.074 16.60
2 11.5-125 12 3 36 -3.074 28.35
3 12.5-135 13 3 39 -2.074 1291
4 13.5-145 14 4 56 -1.074 4.61
5 145-155 15 4 60 -0.074 0.02
6 155-16.5 16 5 80 0.926 4.29
7 16.5-175 17 3 51 1.926 11.13
8 175-185 18 2 36 2.926 17.12
9 185-19.5 19 2 38 3.926 30.83
total 27 407 125.86
talla media, x : 407/27 = 15.074, es decir 15.07
varianza, s :125.86/26 = 4.84
desviacion estandar, s :V4.84 = 2.20

desviacion estandar relativa, s/ x : 2.20/15.07 = 0.15

Seaj el indice de un grupo de tallasy denétense los limites inferior y superior del grupo de tallas
jrespectivamente por:

L) = L(1) + (-D*dLyL(j+1) = L(1) + j*dL,

L(j+1) = L(j) + dL

donde dL es la “amplitud del intervalo”. Entonces, un pez de talla x(j) pertenecera al grupo de tallas j
cuando

L(j) <= x(j) < L(j) +dL

Sea F(j) la frecuencia del grupo de tallas j, es decir, el niimero de peces que se observan en ese grupo.
Sea L (j) = L(j) + dL./2 el punto medio del grupo de tallas j, que es llamado la “marca de clase”. El
calculo de la media y de la varianza a partir de una tabla de frecuencias se realiza del modo habitual
utilizando los puntos medios para representar los intervalos:
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m
n= ZF() es el nimero total de observaciones,
=l donde m es el nimero de grupos de longitud.
, ™
X = o .Z F(G)*L(j) es la media, y
j=1
m
9 1

x T F(j)*[L()—x]2 es la varianza.
-1 i1
El procedimiento de célculo se presenta en la Tabla 2.1.2. El punto medio de la clase L) yel
cuadrado de las desviaciones respecto de la media estan ponderados por el nimero de peces de cada
clase, es decir, la frecuencia, F(j). Los resuitados de la Tabla 2.1.2 se desvian levemente respecto de
los de la Tabla 2.1.1 porque una representacion en grupos de centimetros produce resultados menos
precisos que una representacion en grupos de milimetros.
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Fig. 2.1.1 Grafico de frecuencias de tallas. Representacion grafica de la muestra de frecuencias

de tallas de la Tabla 2.1.2.

En la Figura 2.1.1 aparece una representacion gréfica de la muestra de frecuencias. Notese que
todas las observaciones se hallan en el intervalo de

X — 2% a X + 2%s

A efectos de la llamada distribucion normal (que se estudia en la proxima seccion), se supone que
cerca del 95% de las observaciones estan contenidas en ese intervalo.

(Véanse los Ejercicios en la Parte 2).

2.2 DISTRIBUCION NORMAL

La Tabla 2.1.2 y la Fig. 2.1.1 muestran como ejemplo un pequeno conjunto de datos de frecuencias
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de tallas que se ajustan aproximadamente a lallamada “distribucion normal’. La expresion matematica
de una distribuciéon normal es:

“*‘”; * expl-(x%)2/ (25)] 2.2.1)

Fe(x) =

donde Fc = “frecuencia calculada” o “frecuencia tedrica”, n = namero de observaciones, dL. = tamano
delintervalo, s = desviacion estandar, x = tallamediayn = 3.14159.

Utilizando los valores n = 27, dL = 1 cm,s = 220y x = 15.07 cm, de la Tabla 2.1.2, se
tiene:

27x1
2.20%+2%3.14159

= 4.896%exp[-(x~15.07)2/9.68]

Fo(x) = * expl-(x=15.07)2/(2%4.84)] =

Los valores de Fc para una serie de valores de x se listan en la Tabla 2.2.1. Obsérvese que la notacién
se ha modificado algo ya que ahora se usa el punto medio del intervalo, x, como el argumento en Fc,
en lugar del indice del intervalo, j, que se usé como argumento en F en la Tabla 2.1.2.

La Fig. 2.2.1 muestra las frecuencias teéricas junto con el grafico de barras para F(j) de la
Fig. 2.1.1. Como puede verse, Fc(x) da un ajuste aceptable con respecto a las frecuencias de tallas
observadas. Este cuadro se observa a menudo cuando se registran frecuencias de tallas de peces que
provienen de una cohorte, es decir, peces de aproximadamente la misma edad.

4
S+ ____ _ _ . _____

-2
_(x-X)
Yy ¢ e 2 st
31 §
> N
m 27 §
\
\
§ N Jalor medio del intervalo
0 ——L B ) S e
9 fo 11 12 13 16 17 19 20 20 L(J)
"1 2 3y 5§ ¢ 7 &8 % J
Fig. 2.2.1 Frecuencia teérica, Fc, (la curva de distribucién normal) y las frecuencias observadas,

F (barras).

TABILA 2.2.1
Frecuencias tedricas correspondientes a la Tabla 2.1.2, en donde x representa la marca de
clase (punto medio del intervalo)

X 11 12 13 14 15 16 17 18 19
Fe(x) 0.88 1.85 3.14 4.35 4.89 4.48 3.33 202  0.99
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La distribucién normal se observa en una gran variedad de casos diferentesy de ahi sunombre.
Hay otros tipos de distribuciones de probabilidad que se observan en la ciencia pesquera. Entre ellas
estan la “distribucion log-normal”, la “distribucién binomial negativa” y la “distribucion delta”. Una
diferencia notoria entre éstas y la distribucién normal es que son asimétricas, en tanto que la
distribucién normal es simétrica. La distribucion delta, por ejemplo, se utiliza para describir la
distribucion de probabilidad de la captura por hora de arrastre. Se compone de una distribucion
log-normal, que describe la distribucién de las capturas al arrastre distintas de cero, y una probabili-
dad especial para la captura cero (véase en la Seccion 13.7 1a Fig. 13.7.2).

Quizas la caracteristica mas importante de la distribuciéon normal sea la que tiene que ver con
las medias. Si se toman, por ejemplo, 50 muestras aleatorias de una determinada poblacién, cada una
de ellas de 25 observaciones, los cincuenta valores medios se distribuiran (aproximadamente) de
forma normal. L.a media (de cualquier conjunto de observaciones), tiene una distribucién (aproxi-
madamente) normal. Este resultado es también vilido para las medias de distribuciones log-normales,
distribuciones delta o cualquier otro tipo de distribucién. Esto significa que las medias de todas las
distribuciones observadas en biologia pesquera se distribuyen aproximadamente de forma normal.

Si ambos lados de la Ec. 2.2.] se dividen por n (= tamano de la muestra), se tiene:

T dL T()-x)2
Fe(L())/n = o * exp[—(—(JQ)SQ—)i] (2.2.2)

con j=1,2.,9 ydL =1.

Los nuevos valores encontrados, Fc(x)/n, sumaran casi 1.0. Cada valor indica la probabilidad de que
un pez extraido aleatoriamente pertenezca al intervalo de tallas correspondiente. Es decir, se puede
interpretar como la probabilidad de que un pez extraido al azar pertenezca al intervalo de tallas
de x-dL/2 ax+dL/2.

Para los nueve intervalos de tallas de la Tabla 2.2.1 se obtiene:

] intervalo probabilidad
1 10.5-11.5 0.033
2 11.5-12.5 0.069 Asi, por ejemplo, hay 181 posibilidades sobre 1000 de
3 12.5-13.5 0.116 que un pez extraido al azar tenga una talla entre 14.5
4 13.5-14.5 0.161 y 15.5 cm. Si se hubiesen incluido todos los intervalos -
5 14.5-15.5 0.181 de tallas (y no solo los nueve para los que se disponia
6 15.5-16.5 0.166 de observaciones), las probabilidades habrian suma-
7 16.5-17.5 0.123 do 1.000.
8 17.5-18.5 0.075
9 185-19.5 0.037

Total: 0.961

La distribucion normal se usard en los préximos capitulos en los analisis de frecuencias de tallas,
porque la distribucién por tallas de una cohorte de peces se puede describir mediante una distribu-
cion normal. A modo de introduccién, estudiaremos algunos de sus aspectos.

Los procedimientos para calcular la media y la desviacién estandar (Tabla 2.1.2) pueden
aplicarse a cualquier conjunto de datos de frecuencias de tallas. Sin embargo, si por alguna razon el
grafico de las frecuencias observadas no representa la distribucién total, los valores obtenidos (de las
Ecs. 2.1.1 y 2.1.2) para la media y varianza muestrales estaran sesgados, es decir, pueden no guardar
relacion con la media y varianza poblacionales. El concepto de “sesgo” se tratara con mads detalle en la
Seccién 7.1. Si, por ejemplo, s6lo se dispone de las frecuencias en el intervalo de tallas de 10 a 15 cm
(o sea, solo los datos del lado izquierdo), se estd en una situacion en que la Ec. 2.1.1 (media) y la
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Ec. 2.1.2 (varianza) no representan a la poblacién. Como se verd en el Capitulo 3, esto ocurre a
menudo cuando se analizan las frecuencias de tallas. Sin embargo, hay varios métodos para resolver
el problema.

(Véanse los Ejercicios en la Parte 2).

2.3 LIMITES DE CONFIANZA

En esta seccién también utilizaremos el ejemplo de una muestra de composicion por tallas de los
peces de una cohorte. La talla media de la cohorte, X, se ha estimado a partir de la muestra. Esta
estimacion suele ser diferente de la media verdadera de la poblacién, que es la que se obtendria si se
midiesen todos los peces de esa cohorte en el mar. Generalmente la talla media verdadera se
desconoce. Si se tratara de una poblacién de peces cultivados en un estanque, se podria medir la talla
media verdadera de esa poblacion, pero en el caso de los peces en libertad es imposible determinar
el valor real de cualquier parametro. En la practica esto es aplicable también a la poblacién de peces
capturados en una pesqueria, puesto que no se pueden medir todos los peces capturados. Nos
ocuparemos, pues, del grado de precision de la estimacién de la talla media, en otras palabras, de la
probable magnitud de la desviacién entre la estimacion y la media verdadera. Esta incertidumbre
acerca de la media verdadera se expresa por medio de los “limiles de confianza”. En el caso de una
distribucién normal, tales limites de confianza estin dados por:

X = ti*s/Vny X + tar¥s/Vn (2.3.1)

donde n es el tamano de la muestra, s la desviacion estdndar y t(n-1) son los llamados percentiles en
la “distribucion t de Student” (Tabla 2.3.1). El argumento “t” en la distribucion t (Tabla 2.3.1) se de-
nomina “nimero de grados de libertad”. En general el numero de grados de libertad es el namero de
observaciones menos el ntunero de parametros. En este caso X es el inico parametro, por lo que
f=n-1ytr = ty (véase la Tabla 2.3.1).

Los limites de confianza pueden ser calculados con diferentes niveles de precisiéon, usualmente
90%, 95% y 99%, como se indica en la Tabla 2.3.1. Mientras mas alto sea el nivel (porcentaje), seran
mayores los cuantiles y por lo tanto los intervalos seran mas anchos entre los limites superiores e
inferiores.

Volviendo al ejemplo de la Seccién 2.1 (Tabla 2.1.2), si se quieren calcular, por ejemplo, los
limites de confianza del 95% para la talla media de los peces de la poblacién de la que se extrajo la
muestra, se utiliza el percentil 95% de la distribucién t (Tabla 2.3.1), con n-1 = 26 grados de libertad,
yse inserta en la Ec. 2.3.1.:

tha¥s/Yn = 2.06¥2.20/V27 = 0.87, mientras x = 15.07
los limites de confianza al 95% seran:

- 0.87 = 15.07 - 0.87 = 14.20
+ 0.87 = 15.07 + 0.87 = 15.94

it

Iimite inferior:
limite superior:

X
X

Asi, se tiene un “95% de confianza” de que la verdadera talla media se sitia en algin lugar entre 14.20
y 15.94; en otras palabras, si el muestreo se repitiese 100 veces bajo las mismas condiciones, cabe
prever que 95 de las medias se situarian entre 14.20 y 15.94. El intervalo entre el limite inferior y el
limite superior se llama “intervalo de confianza’.

Para el ejemplo utilizado anteriormente, los intervalos de confianza en los niveles de 90% vy 99%
son respectivamente [14.35, 15.79] y [13.89, 16.25], de los cuales el primero es mas angosto y el
segundo mas ancho que el intervalo del 95%.
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TABILA 2.3.1
Valores de los cuantiles de la distribucion t (Distribucion t de Student)*
grados cuantiles grados cuantiles
de de
libertad 90% 95% 99% libertad 90% 9%  99%
f t, t, 4 f t, 1, 1,
1 6.31 12.71 63.66 15 1.75 213 295
2 2.92 4.30 9.93 16 1.75 212 292
3 2.35 3.18 5.84 17 1.74 211 290
4 2.13 2.78 4.60 18 1.73 210 2.88
5 2.02 2.57 4.03 19 1.73 2.09 286
6 1.94 2.45 3.71 20 1.73 2.09 285
7 1.90 2.37 3.50 25 1.71 2.06 2.79
8 1.86 2.31 3.36 30 1.70 204 275
9 1.83 2.26 3.25 40 1.68 202 270
10 1.81 2.23 3.17 50 1.67 2.01  2.68
11 1.80 2.20 3.11 60 1.67 2.00 2.66
12 1.78 2.18 3.06 80 1.67 1.99 2.64
13 1.77 2.16 3.01 100 1.66 1.98 263
14 1.76 2.15 2.98 oo 1.65 1.96 258

*El uso de la letra t en este contexto es universal. En este manual t tainbién se utiliza para representar la edad
de un pez. Esta tabla ha sido repetida en la dltima pigina de este volumen para facilitar su empleo.

La cantidad s/vn es la desviacién estiandar de la estimacion de la talla media (también llamado
el “ervor estindar”), de modo que x tiene la varianza (compare con la Tabla 2.1.1):

VAR(x) = s%/n (2.3.2)

Asi, cuanto mds grande sea la muestra, mas precisa serd la estimacion de X (este tema se tratard
mas detenidamente en la Seccion 7.2).

LaEc. 2.3.2 deriva de dos reglas generales para variables aleatorias que se aplican repetidamente
en este manual, a saber:

VAR (Cx) = CZ*VAR(x) (2.3.3)
n

VAR (T x) = n*VAR(x) (2.3.4)
=1

donde C es una constante. Por ejemplo, si la varianza de x es s%, entonces la varianza de 8x sera 9s%
o bien, si las observaciones originales se suman de tres en tres, la varianza de x; + xg + x3 serd 3%s2,

Las afirmaciones anteriores sobre los limites de confianza se aplican sdlo a estimaciones
“insesgadas” de la media. Cuando las muestras estdn sesgadas, independientemente de cudntos peces
se muestreen y se midan, siempre se obtendran estimaciones de la media que seran diferentes de la
media verdadera.

Supdngase que se desea estimar la talla media de cierta especie de peces capturados en una
pesqueria comercial (téngase presente que los peces capturados son los que se desembarcan mas los
que se descartan en el mar). Si se muestrean sélo ejemplares de los desembarques, y no de los peces
que se descartan en el mar, normalmente inferiores a cierta talla, se obtiene una estimacion sesgada
de la talla media de los peces capturados. La talla media de la captura estara sobreestimada, sea cual
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sea el tamano de las muestras que se tomen en el lugar de desembarque. S6lo se obtendra una
estimacion insesgada de la talla media de los pescados desembarcados.

(Véanse los Ejercicios en la Parte 2).

2.4  ANALISIS DE REGRESION LINEAL SIMPLE

Este método se utiliza para describir la variaciéon de una cantidad, por ejemplo, la altura corporal de
un pez, como funcién lineal de otra cantidad, por ejemplo, la talla. La teoria exige que la cantidad
que aparece en el eje horizontal (la variable independiente), se mida con absoluta precision. Sin
embargo, el método se emplea a menudo sin cumplir este requisito. El efecto de la inexactitud de los
valores de la variable independiente es que la pendiente de la linea se hace mas plana (mnas cercana
a cero).

i

- <

Altura del cuerpo

—

Talla total

Supdngase que se ha medido la talla total y la altura corporal de una muestra de 7 pescados.
La Tabla 2.4.1 muestra las tallas totales, x(i), y las alturas corporales, y(i),i= 1, 2, ..., 7.

Como es de suponer, la altura del cuerpo tiende a aumentar cuando la talla aumenta. Si las
proporciones corporales de un pez permaneciesen constantes para todos los tamanos, la altura seria
proporcional a la talla, y podria describirse por medio del modelo:

y(i) = b*x(i) (2.4.1)

donde b es una constante, también llamada “pardmetro”. El trazo en este modelo siempre pasa por el
origen, el punto donde el eje horizontal x, y el eje vertical y, se encuentran. Se puede incluir una
posible desviacion de la proporcionalidad entre x e y introduciendo un segundo parametro, a, y
utilizar, en lugar de la Ec. 2.4.1, el siguiente modelo:

y(i) = a + b*x(i) (2.4.2)

TABLA 2.4.1
Ejemplo de mediciones de las tallas totales, x, y las respectivas
alturas del cuerpo, y

i 1 2 3 4 5 6 7

x (1) 11.2 12.4 13.5 15.7 17.1 185 19.0
y(1) 3.0 3.2 4.0 4.8 4.8 49 56




30

yl

po
H

Pendiente = b

Altura ?:31 cuer

N
1

1 4
0 T T T T -
/ 5 10 15 20 x(i)
d
Intercepto Talla total
Fig. 2.4.1 Diagrama de dispersion de la altura del cuerpo (y) contra la talla total (x), rambién

denominado “gréfico de y sobre x”.

donde a indica el intercepto con el eje y de la linea que corresponde a los puntos. La Fig. 2.4.1.
muestra el “grdfico” (o “diagrama de dispersion”) de y(i) respecto de x(i).

La Ec. 2.4.2 implica que un pez de talla cero tiene altura “a”, lo cual no tiene sentido excepto si
“a” es igual a cero. Sin embargo, si se consideran sdlo las tallas de un cierto rango (por ejemplo, las
superiores a 5 cm), el modelo de dos parametros puede dar un mejor ajuste a las observaciones que
el modelo de un parametro, porque el supuesto de proporcionalidad entre tallay altura no se cumple
estrictamente.

El modelo matematico de la Ec. 2.4.2 se llama “modelo lineal” porque los pares (x,y) que lo
forman estan en linea recta. Con a =-0.32 y b = 0.30 se obtiene la linea recta que se muestra en la
Fig. 2.4.1. Con estos valores de a y b, lalinea de la Fig. 2.4.1 representa un buen ajuste para los pares
observados (x,y).

Pasemos ahora al problema de determinar la linea, es decir, de como estimar los parametros a
y b. Tal como se hizo para la media (vea la Seccién 2.3), se mostrara también la forma de calcular los
limites de confianza de las estimaciones a y b. Este procedimiento se denomina “andlisis de regresion
lineal simple’. Es probablemente la técnica estadistica que mas se usa en biologia pesquera. Los
parametros tienen nombres especiales: a se denomina “intercepto” y b “pendiente”. El intercepto es la
distancia desde el punto (0,0) en el grafico (x,y) hasta el punto donde la “linea de regresion”

y = a + b*x

intercepta al eje y (véase la Fig. 2.4.1).
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La pendiente “b” indica el grado de inclinacién
de la linea. Si b=0, la linea es paralela al eje x.
Si b es positivo, la pendiente es ascendente. Si
b es negativo, la pendiente es descendente.

La variable del eje horizontal, x, se denomina “variable independiente”, y la del eje vertical, y, “variable
dependiente”. La linea de regresion se determina como la linea que reduce al minimo la suma de los
cuadrados de las desviaciones entre la linea y = a + b*x respecto a los pares de observaciones, (x(i), y(i)).
Se dice que ay b se estiman por el “método de los minimos cuadrados”, es decir, se buscan aquellos valores de
ay b que reduzcan al minimo:

n
Z [y(i) —a-b*x(i)]? (2.4.3)
i=l

donde n es el nimero de pares de observaciones (n = 7 en el ejemplo). Las desviaciones entre la
linea y las observaciones se ilustran en la Fig. 2.4.2. El supuesto en el que se basa el analisis de
regresion es que cada y(i) se distribuye normalmente con media a + b*x(i) y con varianza constante,
es decir, unavarianza que no depende del valor de x(i). La férmula para la estimacion de esta varianza
comun difiere solo ligeramente de la que se present6 en la Seccion 2.1. La llamada “varianza respecio
de la linea de regresion” es:

el 52)
Ly 1368 ﬁ"s‘ o
b ¢+
5 L
& \
g Yi7)-a- bxry)
S i
s ' \ Y®)-a- bxw
= 17 . Yis)-a- bxis)
= “Y(4)-a- bxv)
3 1 ‘
i \Y(2)-a-bx2)
\\
o L' TYin-a-bxin
* ¢ * + + + -~
11 12 13 1 15 16 17 18 19 x5
Talla total
Fig. 2.4.2 Tlustracion de los supuestos tras el analisis de regresion lineal simple. Cada y(i), para
§ P 8 p y(®), p

un x(i) dado, se distribuye normalmente con varianza comun.
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n

§? = 12 X [y() - a - bAx(i)]?

i=1

(2.4.4)

Hay n-2 grados de libertad (el ntimero por el que se divide la suma) porque se tienen dos parametros,

ayb.

Las estimaciones de los parametros a (intercepto) y b (pendiente) se obtienen de la siguiente

manera:

n 1 n n
T x(i)ry(i) - o T x()* Zy(0)

i=] i=l i=l
b =

n 1 n 2
% x(i)2 - = Ex(0)
i=1 i=l

TABLA 2.4.2

(

2.4.5)

Procedimiento de calculo para el anlisis de regresion lineal simple. Los resultados marcados
con #) no se utilizan en el calculo de a y b, pero se sefialan aqui para su uso posterior

talla altura

total del cuerpo
i x(i) x (1) y(i) y(i)® x(i)*y(i)
1 11.2 125.44 3.0 9.00 33.60
) 12.4 153.76 3.9 10.24 39.68
3 13.5 182.95 4.0 16.00 54.00
4 15.7 946.49 4.8 93.04 75.36
5 17.1 992 41 4.8 93.04 82.08
6 18.5 342.95 4.9 94.01 90.65
7=n 19.0 361.00 5.6 31.36 106.40
b 107.4 1703.60 30.3 136.69 481.77

X (i) x (i) Iy (i) Ty (i) X (i) *y (i)

X = 15.343 y = 4.329
1

%*(Ex(i))Q = 1647.82

=x(i)? - %*(Zx(i))Q = 55.78

<

sx> = 9.996 #)
sx = 3.049 #)

#(3y(i))? = 13116 #)

n
Ty(i)? - ?ll—*(Ey(i))Q = 5.534

sy? = 0.922 #)
sy 0.960 #)

1l

#)

1
SFEX(1)*Zy(i) = 464.89

Zx(i)*y(i) - %*Zx(i)*):y(i) = 16.88 sxy = 2.814 #)

. . 1 . .
Ix(i)*y(1) — o *Zx(1)*Zy(1) 16.88

b = = =
5578 0.303

. 1 .
(i)’ - = *@x()*

a=y-x*b = 4.329 - 15.343%0.303 = -0.315
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a=y-x* (2.4.6)
donde y y x son las medias de y y x, definidas por la Ec. 2.1.1.

En Ia Tabla 2.4.2 los procedimientos de calculo para estimar a y b se demuestran utilizando los
datos de la Tabla 2.4.1. Asi, la linea de regresion estimada pasa a ser:

y = 0.315 + 0.303*x (2.4.7)

Para calcular los limites de confianza de a y b se requiere la suma de los cuadrados de las
desviaciones de x e y. Las varianzas de x e y estan definidas por la Ec. 2.1.3:

*[Ex(i)? - 1 *Zx (i) 12] (2.4.8)

2 _
sX¢ =
n-1 n

Para su uso en la siguiente seccion se introduce una expresion similar para sy?. Para ser utilizada
en la siguiente seccién se introduce aqui la “covarianza” que esta definida por la ecuacion:

sxy = nil *[2x(D)*y(i) - %*Zx(i)*Zy(i)] (2.4.9)

El procedimiento para el calculo de la varianza respecto de la linea de regresién que conduce
alaEc. 2.4.4 se demuestra en la Tabla 2.4.3. Sin embargo, la varianza respecto de la linea se puede
obtener mas facilmente a partir de sy y sx:

9 _ n-1

s? = * [sy? — b?*sx?] (2.4.10)
n—2

Con los resultados de la Tabla 2.4.2, 1a Ec. 2.4.10 pasa a ser:

$? = g #(0.922 — 0.3032%9.297) = 0.085

Las varianzas de las estimaciones de by a son:

1

sb? =

5 *[(sy/sx)2 = b?] (2.4.11)

n—1

2 _ b2k
sa‘ = sb [n

*sx? + x2] (2.4.12)

Con los resultados de la Tabla 2.4.2 se tiene:
. 1 0922

b2 = — %
= 5 g a07

sa® = 0.00147*(7;71*9.297 + 15.343%) = 0.3578, sa = 0.598

- 0.303%] = 0.00147, sb =0.038

TABLA 2.4.3
Calculo de la varianza respecto de la linea, a partir de la Ec. 2.4.4
i x(i) y() atb*x (i) [y(D)—(atb*x(i))]*
1 11.2 3.0 3.079 0.0062
2 12.4 32 3.442 0.0587
3 13.5 4.0 3.776 0.0504
4 15.7 4.8 4.442 0.1281
5 17.1 4.8 4.866 0.0044
6 18.5 4.9 5.291 0.1525
7 19.0 5.6 5.442 0.0250

[

¥ = 0.4252/(7-2) = 0.085 suma: 0.4252
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Los limites de confianza para el intercepto ay la pendiente b son:

a: [a — sa¥tye, a + sa*ty.e] (2.4.13)

b: [b — sb*t.o, b + sb*t,o] (2.4.14)

Los limites de confianza del 95% de a y b para el ejemplo con n = 7 peces y t¢rg) = 2.57 (Tabla 2.3.1)
son:

a: [-0.315 — 0.598%2.57, -0.315 + 0.598*2.57] = [-1.85, 1.22]
b: [0.303 - 0.038%2.57, 0.303 + 0.38%2.57] = [ 0.21, 0.40]

Obsérvese que el intervalo de confianza para el intercepto comprende el cero. Esto significa que
la hipotesis de que la altura corporal es directamente proporcional a la talla (por lo tanto que “a =
0") no puede ser rechazada por los limites de confianza del 95%. Se dice entonces que "a" no es
significativamente diferente de cero al nivel del 95%.

St hay buenas razones para suponer que a = ), entonces el valor estimado deberia sustituirse por
0 si la estimacién no es significativamente diferente de 0. Sin embargo, después hay que volver a
calcular b como sigue:

b = ZXWH (2.4.15)
Ix(1)2

La estimacion actual se basa s6lo en 7 peces. Si se hubiesen medido 200, 1a estimacion de la desviacion
estandar, sa, seria menor (véanse las Ecs. 2.4.11y 2.4.12). Supongase, por ejemplo, que X, ;,, SX, 8y, @
y b sean los mismos para una muestra de tamano n = 200 que los estimados para una muestra de
tamano n = 7 (lo que es perfectamente posible). Aun cuando las estimaciones de a y b resulten tener
el mismo valor, sus desviaciones estandar, say sb, seran diferentes.

Con n =200, la Ec. 2.4.11 da sb = 0.006098, mientras que la Ec. 2.4.12 da sa=0.0091 y tig3 = 1.97
{Tabla 2.3.1). Asi pues, say sb se vuelven mas pequenas y, en consecuencia, el intervalo de confianza
de a es menor:

a: [-0.315 - 0.0091*%1.97 , -0.315 + 0.0091%1.97] = [0.33,-0.30]

La estimacion de a sera ahora significativamente diferent de 0. En este caso se puede concluir que las

posibilidades de que el valor verdadero de a sea mayor que -0.30 o menor que -0.33 son inferiores a
un 5%.

(Véanse los Ejercicios en la Parte 2).

2.5  EL COEFICIENTE DE CORRELACION Y LA REGRESION FUNCIONAL

El “coeficiente de correlacion”, r, es una medida de la asociacion lineal entre dos cantidades, ambas sujetas
a una variacion aleatoria. La muestra de tallas estandar y alturas corporales de la Seccién 2.4 es un
ejemplo de tales cantidades. En ese caso se extrajeron siete pescados al azar. Por casualidad, estos
podrian haber sido todos aproximadamente de la misma talla. En tal caso, la muestra no seria
adecuada para estimar la relacién talla/altura, ya que los limites de confianza a y b se volverian muy
amplios.

El coeficiente de correlacién solo se puede usar cuando se permite que ambas medidas varien
aleatoriamente. Si se hubiese elegido siete pescados con tallas predeterminadas en vez de extraerlos
al azar (por ejemplo, si se hubiesen seleccionado las tallas de 4, 6, 8, 10, 12, 14,y 16 cm para la muestra
de talla/altura), el cdlculo de un coeficiente de correlacién para esta muestra seria incorrecto.
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El coeficiente de correlacién se define como:

r= 2 (2.5.1)
SX*8y
donde sxy esta definida por la Ec. 2.4.9 y sx y sy por la Ec. 2.4.8. Si se introduce la pendiente (b =
sxy/sx?), la Ec. 2.5.1 se transforma en:

r = b*(sx/sy) (2.5.2)

El recorrido de r es: -1.0 <r < 1.0. Por lo tanto, r es negativo si y tiende a disminuir cuando x
aumenta, y r es positivo si y tiende a aumentar cuando x aumenta. Esta afirmacion también vale para
la pendiente b y se desprende de la Ec. 2.5.2: como s$X/sy es siempre positiva (véase la definicion de
la Ec. 2.4.8), r tiene el mismo signo que la pendiente b. Los casos extremos, r=1 6 r=-1, ocurren
cuando todos los pares (x,y) estan situados exactamente en una linea recta. Cuanto mas se aproxime
r a cero, tanto menos pronunciada sera la asociaciéon lineal entre y y x. Cuando r = 0, x e y son
independientes una de otra.

La Fig. 2.5.1 muestra cuatro ejemplos de diagramas de dispersion con diferentes valores de r.
Para el ejemplo de la Tabla 2.4.2 se tiene:

2.814

r=————— = (0.961
3.049+0.960

Seanrl (inferior) y r2 (superior) los limites de confianza del 95% de r. Estos pueden calcularse a partir
de las exprestones:

1+r

rl = tanh[O.B*ln(l—) - 1.96/vn-3 |
-r

12 = tanh[O.B*ln(i—ﬁ) + 1.96/vn-3 ] (2.5.3)
—.I'

“tanh” es la “tangente hiperbdlica”, que esta incorporada en muchas calculadoras cientificas de
bolsillo.

r = -0.95
0] 0]
0]
0o X
{ ¥ ' %
r = -023 r = -0.05
0]
0] 0]
o o ©
0] 0] 0]
0]
X X

Fig. 2.5.1 Ejemplos de coeficientes de correlacién.
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Tomando r del ejemplo (r = 0.961, n = 7), los limites del 95% son: [rl, r2] = [0.75, 0.99]. Los
limites de confianza del 99% se pueden obtener sustituyendo el niimero 1.96 por 2.58 en la Ec. 2.5.3.

A menudo interesa saber si el cero esta incluido en el intervalo de confianza, es decir, qué
posibilidades hay de que la asociacién lineal se deba al azar. En este ejemplo las posibilidades son
inferiores al 5%, ya que el cero no esta en el intervalo de confianza.

En el ejemplo de la regresién de la altura corporal sobre la talla total, se eligio la talla como
variable independiente y la altura del cuerpo como variable dependiente. Sin embargo, no hay una
razon especial para esta elecciéon. La muestra consiste en siete pescados escogidos al azar. No se
controlé cuiles serian sus longitudes y alturas corporales, por lo que podria haberse elegido
igualmente la opcién contraria para las variables dependiente e independiente.

Uno de los supuestos en que descansa el analisis de regresion lineal es que la variable
independiente no puede ser una variable aleatoria. Tiene que ser algo cuyos valores se puedan
determinar de antemano. Por ejemplo, si la variable independiente es el momento en que se toma la
muestra, puede ser determinada de antemano. Se podria decidir tomar una muestra el primer dia de
cada mes. Si el tiempo se mide en unidades de anos y se considera como fecha cero el primero de
enero, la variable independiente tomara los valores: 0, 1/12, 2/12, 3/12 ... etc. Esta no es, evidente-
mente; una variable aleatoria.

Volviendo a los siete peces del ejemplo anterior, como se escogieron al azar de una distribucion
normal de tallas, se les puede aplicar un analisis de correlacion. Por otro lado, las tallas se pueden
decidir previamente. Se podrian escoger los cuatro peces mas pequenios y los tres mas grandes, o,
como se hizo efectivamente, tomarlos como vengan. Sélo en este Gltimo caso se pueden realizar
ambos tipos de analisis. En el primer caso, s6lo seria posible €l analisis de regresion. Por otra parte,
probablemente seria una forma mas efectiva de hacer el anélisis de regresion, dada la gran distancia
entre las observaciones en el eje horizontal. Esto causaria una pequena varianza de la pendiente. Al
elegir los peces al azar, la mayoria de ellos seran probablemente medianos y contribuiran muy poco
a la determinacién de la pendiente, que podria mostrar una varianza grande.

Otra cuestion es si se hubiera obtenido un resultado diferente utilizando la altura del cuerpo
como variable independiente, representando entonces la talla como funcién de la altura corporal.
En primer lugar, hay que ver si la altura se puede medir con la misma precision que la talla. St no es
asi, la pendiente estard sesgada (aplanada), como ya se ha mencionado. Pero de todas formas habra
problemas, incluso si las dos variables se miden con la misma exactitud.

Tomando la altura del cuerpo como variable independiente se obtiene lo que se llama una
“regresion inversa”. Solo en el caso excepcional de que todas las observaciones estuvieran en la linea de
regresion (es decir, sir =16 r =-1) se obtendria con la regresion inversa el mismo resultado que con
la regresion simple. La ecuacion y = a + b*x (Ec. 2.4.2) es matematicamente equivalente a:

X

-a/b + y/b

o

i

X

A+ B*y donde A=-a/by B=1/b (2.5.4)

Llevando a cabo la regresion inversa (Ec. 2.5.4) encontramos que A =2.139y B = 3.05.

La ecuacién: x = 2.139 + 3.050*y  se puede convertir en:
y=-0.701 + 0.328%x

que puede compararse con el resultado obtenido para la regresion original (Ec. 2.4.7:y =-0.315 +
0.303*x). Como se ve, el resultado de la regresion inversa difiere del andlisis de regresion original.

Una forma de soslayar el problema de elegir la variable independiente cuando ambas variables
son aleatorias, es utilizar el llamado “anilisis de regresion funcional” (véase Ricker, 1973). Este
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método estima una pendiente (que se denominard b’ para distinguirla de la pendiente b de la
regresion simple) por medio de las expresiones:

b’ =sy/sx sir>0 (2.5.5)
b’ =-sx/sy sir<0

y el intercepto:
a’ =y-b*x (2.5.6)

Este tipo de andlisis da un resultado que puede considerarse un compromiso entre la regresion simple

y su contraparte inversa.
Con los resultados de la Tabla 2.4.2 se tiene:

b’=0.960/3.049 = 0.315 y a’=4.329 - 0.315%15.343 =-0.504

y =-0.504 + 0.315%x

El analisis de regresion funcional se ha mencionado aqui para que la exposicion resulte mas
completa. Sin embargo, su aplicabilidad tiene ciertas limitaciones bastante complicadas, sobre las que

no podemos detenernos ahora.
Hasta ahora hemos estimado las tres regresiones siguientes:

1. Analisis de regresion simple original: y =-0.315 + 0.303%x
2. Andlisis de regresion funcional 1y =-0.504 + 0.315*%x
3. Analisis de regresion simple inversa : y =-0.701 + 0.328%x

La Fig. 2.5.2 muestra las tres lineas de regresién. Obsérvese que todas atraviesan el punto ( X,y ), y
que un aumento de la pendiente esta compensado parcialmente por una disminucién del intercepto.

(Véanse los Ejercicios en la Parte 2).

yii 4
1 Regresién comin
5| Regresién funcional
] wnunes REGrEsion inversa [o]
44
&
g 3
a
3}
—~
r
o
"
§ 24
v
—~
L
.1
0 e t i -
-0.32 ] 5 10 15 20 x(f)
-0.50 ¥ - Talla total
-0.70 -
-1 4
Fig. 2.5.2 Lineas resultantes del ajuste de la regresion funcional e inversa, comparada con la linea

de regresion coman.
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2.6 TRANSFORMACIONES DE LINEALIZACION

Las funciones lineales son matemdaticamente ficiles y ademas tienen la ventaja de que pueden
interpretarse graficamente sin ningan problema. Sin embargo, muchas de las relaciones funcionales
que se observan en biologia pesquera no son lineales. Afortunadamente, estas funciones no lineales
pueden transformarse a menudo en funciones lineales, lo que significa que pueden tratarse de la
forma descrita en las secciones precedentes. A continuacién se ofrecen varios ejemplos de la
aplicacién de las transformaciones de funciones no lineales en funciones lineales en biologia
pesquera.

Ejemplo 1: Relacion talla-peso
Este es un ejemplo famoso: la relacién funcional entre la talla y el peso corporal del pez. La Fig. 2.6.1
muestra un grafico del peso respecto de la talla de la baga (Nemipterus marginatus). Claramente, €sta
no es una relacion lineal. La curva de 1a Fig. 2.6.1 es de la funcién:

W(i) = g*L(i)® ‘ (2.6.1)

donde W(i) es el peso corporal del iésimo pez, L(i) es la talla, y q y b son los parametros. La Ec. 2.6.1
se denomina generalmente “relacion talla-peso” y puede transformarse en una ecuacion lineal tomando
logaritmos a ambos lados de la ecuacion:

In W(i) = In q + b*In L(i) (2.6.2)

y(i) = a + b*x(i) (2.6.2a)
donde y(i) =In W(i),x(1) =InL(i) y a =Inq.

Conla Ec. 2.6.2a se puede ahora hacer la estimacién de ay b por analisis de regresion lineal. Los datos
de entrada aparecen en la Tabla 2.6.1 y el correspondiente diagrama de dispersion en la Fig. 2.6.2.
Los resultados son:

a =-4.538, b=3.057, sx=0.3311, sy=10161, n=16,
X = 2727 e y =3.799

Ya que a = In q, podemos obtener q de la relacién talla-peso original (Ec. 2.6.1), al obtener el
antilogaritmo de a:

q = exp a = exp(-4.538) = 0.0107
De esta forma, la relacién estimada entre W (en gramos) y L (en centimetros) resulta:

W = 0.0107*L3057
(La transformacion de los logaritmos a valores normales introduce un sesgo que no es examinado
aqui). ) '

Ahora se pueden calcular los limites de confianza al 95% para b, usando los valores de sx, sy, n
y t14 (véase la Tabla 2.3.1) en la Ec. 2.4.11:

2
sh? = L [{1'0161} -3.057 2} = 0.0052

16-2 0.3311
sb=0.072 'y  sb*te=0.072*%2.15 = 0.155
El intervalo de confianza de b al 95% es [(3.057 — 0.155), (3.057 + 0.155)] o sea [2.90, 3.21]. Estos

limites de confianza muestran que so6lo el primer decimal de la estimacién es significativo (véase la
Seccion 2.8), por lo que el valor verdadero de b podria perfectamente ser 3.0.
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Relacién talla-peso de Nemipterus marginatus en el Mar Meridional de China. (Basada en
datos de la Tabla 2.6.1).

Fig. 2.6.2
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Datos de la Fig. 2.6.1 convertidos a logaritmos naturales.
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TABLA 2.6.1
Datos para la estimacion de la relacién talla-peso de la “baga”
(Nemipterus marginatus) del Mar de China Meridional (Pauly, 1983)

i L) W) In L) In W(@i)
x(1) y(i)

1 8.1 6.3 2.092 1.841
2 9.1 9.6 2.208 2.262
3 10.2 11.6 2.322 2.451
4 11.9 18.5 2.477 2918
5 12.2 26.2 2.501 3.266
6 13.8 36.1 2.625 3.586
7 14.8 40.1 2.695 3.691
8 15.7 47.3 2.754 3.857
9 16.6 65.6 - 2.809 4.184
10 17.7 69.4 2.874 4.240
11 18.7 76.4 2.929 4.336
12 19.0 82.5 2.944 4.413
13 20.6 106.6 3.025 4.669
14 21.9 119.8 3.086 4.786
15 22.9 169.2 3.131 5.131
16 23.5 173.3 3.157 5.155H
suma 43.629 60.786
media 2.7268 3.7991
$X 0.3311
sy 1.0161

Como el peso de un pez (en gramos) es aproximadamente igual a su volumen (en centimetros
ciibicos) y su volumen suele ser proporcional a su largo al cubo, L3, es posible esperar que el valor de
b en las Ecs. 2.6.1 y 2.6.2 se acerque a 3.0.

Ya que el intervalo de confianza calculado anteriormente apoya esta hipétesis, se puede
simplificar la relacion talla-peso, reemplazando la estimacién b = 3.057 por b = 3.0. Esto implica que
se debe obtener una nueva estimacion para el intercepto a. Como la nueva linea recta con b = 3.0
también pasa por el punto (X,y), se puede calcular el nuevo intercepto a usando la Ec. 2.6,2a:

a=y-b¥x =3.799 - 3.0*2.727 = -4.382
Con el valor de a se obtiene el nuevo valor correspondiente a g:
q = exp(-4.382) = 0.0125
Asi, la nueva relacion que se obtiene queda definida por la ecuacion:

W =0.0125*L3

Ejemplo 2: Linealizacion de una distribucion normal
En la Seccién 2.2 (Ec. 2.2.1), la expresién matematica de una distribucion normal estd dada

como:

n*dL

Fe(x) = on

* exp[-(x—x)?/(259)]
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Esta ecuacion puede transformarse en una regresion lineal con los dos pasos siguientes:

Paso 1: Conversion de la distribucion normal en una pardbola

Tomando los logaritmos a ambos lados de la Ec. 2.2.1 se obtiene:

In Fc(x) = In [;"\‘gﬂ — (x=x2)/(2s%) (2.6.3)

Considerando In Fc(x) como la variable dependiente, y, y x como la variable independiente, se
obtiene una relacién funcional entre y y x, que puede representarse graficamente por una parabola
con la féormula general:

y=2a+ bx + cx?
Introduciendo los valores utilizados en el ejemplo de la Tabla 2.1.2 se tiene:

y = In[27%1/2.2V2r | - (x-15.07)2/(2*2.22) = 1.59 — (x-15.07)2/9.68

cuyo grafico se muestra en la Fig. 2.6.3.

by =ln Fe ) Rx) §
—_— T5
- ~
L 3 / \FC
1 ndL) Y S \ 1l
1.6 f}n(ﬁ 35/ =157 g ; {
1.2 il y | T3
I
1 |
08+ | -2
4 |
{ | ~ 4+
o3 ! ~_T!
-~ 1 ~
0 : + » S W S— ol
12 13 1y 1.5: 6 17 /8 20 x = L(j)
- 0.4 L
| X Y
_0.84
Fig. 2.6.3 Distribucién normal transformada al aplicar logaritmos naturales (y) junto con la

distribucion original (Fc).

Paso 2: Conversion de la parabola en una linea recta

Cuando se calculan y grafican las diferencias entre puntos establecidos sobre una parabola, utilizando
como referencia valores regularmente espaciados sobre el eje x, siempre se logra una linea recta. Para
dos valores de x consecutivos, se le resta a la funcion de In Fc(x) del valor de x mayor la correspon-
diente al valor menor de x. Se procede de esta manera en forma consecutivamente con los restantes
valores (x,x-1). Asi, se obtiene una serie de diferencias que son positivas en el lado izquierdo, cero
para el punto maximo de la parabola y negativos en el lado derecho. El resultado de estos calculos se
ilustra en las Fig. 2.6.4.

Para explicar matematicamente este proceso se introduce una nueva variable independiente,
y’, que representa la diferencia determinada entre el logaritmo de la frecuencia a una cierta clase de
longitud (x) y el logaritmo de la frecuencia correspondiente a la clase anterior.
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y =In Fc(x + dL) - In Fe(x) (2.6.4)
Esto también se puede expresar como:
y =Aln Fe(x +dL/2)

donde A (delta) designa una “pequena” diferencia entre dos valores de la funcion. De alli que y’ se
debe graficar respecto a una nueva variable independiente, z, que equivale a la talla x mas la mitad
del intervalo de talla utilizado:

z=x+dL/2
AFC(1L5) {__L 1 alnFe(is5)
!
| AlInFec(165)
AFc(135) < [
—~ L 1,0
” L AtnFe(1755)
A4
g AFc (125)5
=
ot _—
1] 0,5
™
b AlnFe (185)
AFc(H,SW
iy
18
| x = L(j)
0.8 B
06
0.4
0.2t
—
?N: 0.0 1 17 i l|9
S 16 1 18
£ 02t z = x + dL/2
<
i
> -04t
-06 |
-08 L

Fig. 2.6.4a  Estimacion de la mediay la varianza mediante el método de Bhattacharya. A: Parabola
y diferencias entre puntos equidistantes sobre el eje x. B: Griafico de Bhattacharya con
las diferencias entre marcas de clases consecutivas. Datos de la Tabla 2.6.2.
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Ahora hay que insertar la Ec. 2.6.3 en la Ec. 2.6.4 como sigue:

y’ = Aln Fe(x+dL/2) = Aln Fc(z) =

Mn n*dL ) (x+dL-%)? Mn n*dL _(x—i)2 B
- s+ 2s2 s¥V2m 242

-(x+dL~%)*H(x—X)?
- 2¢7
Una vez resueltos los cuadrados y las sumas, esta ecuacién se convierte en una relativamente mas
sencilla:

. dL—:i—d—QL* (x+dL/2) (2.6.5)
S

s
y=a+b#z con a=dLxX/s,b=-dl/s* y z=x+dl/2

A partir de la pendiente, b, y del intercepto, a, se obtiene la varianza:

s2 = -dL/b (2.6.6)
y la media
X = -a/b (2.6.7)

Esa regresion es uno de los elementos principales del método descrito por Bhattacharya (1967) para
separar dos o mas distribuciones normales (Seccion 3.4.1). Se le llama el “grafico de Bhattacharya”. 1.a
Tabla 2.6.2 y 1a Fig. 2.6.4a muestran un ejemplo sobre este particular. En este caso, los valores tedricos
de la Tabla 2.2.1 se han utilizado como “observaciones” y corresponden a {recuencias de tallas, Fc, y
a las marcas de clase, x. Fstas se ajustan exactamente al modelo. En este caso, la media y varianza es-
timada a través del grafico de Bhattacharya deberian ser iguales a las obtenidas por ¢l método tradi-
cional (Tabla 2.1.2). No obstante, pequenas diferencias son posibles debido al ajuste de los valores a
través de la regresion lineal. En la parte Bde la Fig. 2.6.4a se encuentran graficadas las diferencias entre
los logaritmos de dos frecuencias consecutivas respecto a la marca de clase de los valores de x.

Asi también, el grafico de Bhattacharya entrega una respuesta acerca del nimero de observa-
ciones que contiene una distribucién normal para la cual s6lo se dispone de informacién para ciertas
clases de tallas. Reescribiendo la Ec. 2.2.1 se tiene que

[T (1)=x%12
F(L(j)) = n * ﬁ;{ * exp [[142%] (2.6.8)

De esta manera, n se puede estimar inclusive para una simple clase de tallas j, una vez que se han
estimado X y s2. Sin embargo, problemas en las muestras causan inexactitud debido a que influencian
el niimero de peces en cada intervalo de longitud, como se puede ver en la Fig. 2.2.1. Cuando se
conoce el namero de individuos en varias clases de longitud, las frecuencias se pueden sumar para
suavizar las desviaciones de cada una de ellas respecto a las correspondientes frecuencias esperadas.
Al sumar los valores calculados para las clases i en ambos lados del signo igual y rearreglando los
términos se llega a la siguiente expresion:

i

= FIL()]
n= Ji:l (2.6.9)
dL [L()y-x]2
sx\2r * 21 exp[ 252 :l
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TABLA 2.6.2
Estimaci6én del valor medio y la varianza de una distribuciéon normal determinado a través del
grafico de Bhattacharya, utilizando las frecuencias tedricas, Fc(x), de la Tabla 2.1.2, presentados
en la Tabla 2.2.1. Los valores se encuentran ilustrados en las respectivas Figs. 2.6.3 y 2.6.4

_ intervalo
indice L (§) x—dL/2,x+dL/2 Fc(x) In Fe(x) Aln Fc(z) x+dL/2
] (x) ) o) (2)
1 11 10.5-11.5 0.88 -0.128
0.743 11.5
2 12 11.5-12.5 1.85 0.615
0.529 12.5
3 13 12.5-18.5 3.14 1.144
‘ 0.326 13.5
4 14 13.5-14.5 4.35 . 1.470
0.117 145
5 15 14.5-15.5 4.89 1.5687
: -0.088 15.5
6 16 15.5-16.5 4.48 1.500
-0.297 16.6
7 17 16.5-17.5 3.33 1.203
-0.500 17.5
8 18 17.5-18.5 2.02 0.703
-0.713 18.5
9 19 18.5-19.5 0.99 0.010
a = 3.1237 (dL = 1)
b =-0.2073
x=-a/b = 15.07
s? = dL/b = 4.82
s = 2.20
TABILA 2.6.2a
Estimacion del namero total de observaciones mediante el
método de Bhattacharya
_ _ : Ti—x12
j L) FILG)) exp{-[L—(fz)sgi]
1 11 0.88 0.1802
2 12 1.85 0.3778
3 13 3.14 0.6433
4 14 4.35 0.8898
5 15 4.89 0.9996
suma - 15.11 3.0907
15.11
n= = 26.88

1

— % 3.0907
2.193 2
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TABLA 2.6.3
Grafico de Bhattacharya con las distribuciones de frecuencias de tallas de las muestras
presentadas en la Tabla 2.1.2

indice X x—dL/2,x+dL/2 F(x) In F(x) Aln F(z) x+dL/2
(x) y) ) (z)
1-2 11.5 10.5-12.5 4 1.386
0.560 12.5
3-4 13.5 12.5-14.5 7 1.946
0.251 14.5
5-6 15.5 14.5-16.5 9 2.197
-0.588 16.5
7-8 17.5 16.5-18.5 5 1.609
-0.916 18.5
9 19.5 18.5-20.5 2 0.693
a= 3909 (dL = 2)
b = -0.263
X = -a/b = 14.8
s? = -dL/b = 7.605
‘ s = 2.76
0.6 <+
0)
N
5 04t
by
g T ©
r={
< 027¢
+ + ¢ : -
1 72.5 745 16.5 8.5 z =x+ dL/2

-02¢

....0'4/ 4

—O.é..

-0.8 -

Fig. 2.6.5 Grafico de Bhattacharya correspondiente a la Tabla 2.6.3.
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Las observaciones para los peces con longitudes mayores de X en la Fig. 2.6.4a puede que no sean del
todo reales, dado que en esas tallas existe sobreposicion con los peces mas pequenos de la edad
superior. Este es el caso que se muestra en la Fig. 1.4.1, por ejemplo entre las edades 1 y 2. De alli que
se deberia utilizar inicamente el lado izquierdo de las observaciones de la Fig. 2.6.4a (x = 11,12, 13,
14, 15 cm) para efectuar el grafico de Bhattacharya, ya que éstos permiten utilizar cuatro puntos para
la linea recta que conduce a la estimacién de Xy s%. Asi, con los datos de la Tabla 2.6.2 se obtiene que

a=3.134; b=-0.2081; x = 15.06; s?2=4.805; s=2.193

El resultado es practicamente el mismo que el obtenido para la distribucién normal completa, debido
a que la linea recta que ajusta los valores es casi perfecta (véase la Fig. 2.6.2). Una aplicacién practica
de Ia Ec. 2.6.9 se incluye en la Tabla 2.6.2a. En esta se obtiene como resultado que n = 26.88 cuando
el verdadero valor (determinado en la Tabla 2.1.2) es 27.

Una vez que se ha determinado n, se pueden estimar las frecuencias de cada clase de tallas
mediante la Ec. 2.6.8. Estos cdlculos no se encuentran en la Tabla 2.6.2a, debido a que en este ejerci-
cio las “observaciones” son ahora las frecuencias tedricas.

En la Tabla 2.6.3 se puede ver la estimacion de la media y la varianza establecida del grafico de
Bhattacharya, pero ahora utilizando los valores incluidos en la Tabla 2.1.2. En este caso, debido al
pequeno tamano de la muestra, las frecuencias fueron agrupadas en intervalos de dos centimetros.
L.a graficacion de estos valores se puede ver en la Fig. 2.6.5. Ahora, tanto Ia media como la varianza
que se indican en la Tabla 2.6.3 son diferentes a los calculados a través del método tradicional (Tabla
2.1.2), debido a lo pequeno de la muestra, al error causado por los intervalos de tallas grandes y
debido a diferencias relativas al método estadistico utilizado (andlisis de regresion lineal).

(Véanse los Ejercicios en la Parte 2).
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